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Сформульовано задачу продовження плоскомеридіанного магнітостатичного поля з плоскої граничної поверхні 
феромагнетика відносно магнітного потоку та скалярного потенціалу. Граничні умови для магнітного потоку 
не є класичними, оскільки шукана функція на границі невідома, а її нормальна похідна дорівнює нулю. 
Формулювання для скалярного потенціалу є задачею Коші для рівнянь в часткових похідних еліптичного типу. 
Аналітичні розв’язки задачі отримано за допомогою методу часткових розв’язків, безперервно залежних від 
параметра, та інтегрального перетворення Ханкеля. Доведено їхню достовірність. Показано, що подібні 
властивості мають задачі продовження плоскомеридіанних полів з плоскої границі ідеального провідника для 
магнітного поля та провідника для постійного у часі електричного поля. Встановлено, що лінії поля, котрі 
обмежують шуканий профіль, безпосередньо визначаються розв’язком задачі Коші для однієї з двох функцій. 
Розраховано еквіпотенціальні лінії задля визначення профілю полюсного наконечника електромагніту. Бібл. 7, 
рис. 2, табл.1. 
Ключові слова: магнітостатичне поле, задача продовження поля, метод часткових розв’язків, інтегральне 
перетворення Ханкеля, полюсний наконечник електромагніту. 
 

Вступ. В електромеханіці, технологіях обробки матеріалів, фізичних експериментах та прила-
добудуванні форму електродів, соленоїдів і полюсних наконечників визначають за допомогою 
розв’язків задач продовження поля з граничної поверхні [1–4]. У відомих роботах задачу 
продовження магнітостатичного поля з поверхні феромагнетика досліджено недостатньо [4]. Крім 
цього, два основних формулювання подібних задач (відносно потоку вектора та скалярного 
потенціалу) не порівнювалися для різних полів. 

Мета роботи – формулювання та отримання аналітичних розв’язків задачі продовження 
плоскомеридіанного магнітостатичного поля з плоскої граничної поверхні феромагнетика та 
порівняння їх з подібними результатами для інших електричних і магнітних полів. 

Використання магнітного потоку. Розглянемо плоску границю феромагнетика в циліндрич-
них координатах r, ψ, z (рис. 1). Замінимо феромагнетик ідеальним феромагнітним півпростором z<0. 

У верхньому непровідному і 
немагнітному півпросторі 
z>0 необхідно відновити 
таке плоскомеридіанне маг-
нітостатичне поле, котре на 
границі z=0 має заданий роз-
поділ нормальної проекції 

індукції B


 ( rotB A


, A


 – 
векторний потенціал). 
Формулювання цієї задачі 
відносно магнітного потоку 
Ф(r, z) має такий вигляд 
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Рис. 1 
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де Ф(r, z)=2πrAψ(r, z), Aψ(r, z) – єдина азимутальна проекція A


; Bz(r, 0) – задана проекція B


. 
Формулювання (1) – (3) відрізняється від класичного формулювання задачі Коші для рівнянь в 

часткових похідних еліптичного типу [5] граничними умовами (2), (3). Головні відмінності у тому, що 
на граничній поверхні шукана функція невідома, а її нормальна похідна дорівнює нулю. Фізичний 
смисл граничної умови (3) полягає у рівності нулю дотичної проекції Br(r, 0). Подібні властивості має 
задача продовження потоку ФE(r, z) напруженості постійного плоскомеридіанного електричного поля 

з поверхні провідного півпростору (таблиця, 
φ(r, z) – потенціал електричного поля).  

За припущенням аналітичності 
невідомої функції Ф(r, 0) згідно теоремі 
С. Ковалевської задача (1) – (3) має єдиний 
розв’язок. Використовуючи метод часткових 
розв’язків, безперервно залежних від 
параметра, та інтегральне перетворення 
Ханкеля [6], отримуємо 
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З розв’язку (4) витікає, що на відміну 
від задачі продовження магнітного потоку з плоскої поверхні ідеального провідника (таблиця), 
функція Ф(r, 0) не є сталою. 

Використання скалярного потенціалу магнітного поля. Формулювання задачі, що розгляд-
дається, відносно скалярного потенціалу магнітного поля φm(r, z) ( 0 grad ,mB   


 μ0 – магнітна 

стала) має такий вигляд 
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Зауважимо, що (5) – (7) є класичним формулюванням задачі Коші [5]. У граничній умові (6) 
відображено те, що потенціал φm(r, z) усюди, у тому числі й на границі z=0, визначений з точністю до 
деякої сталої, котра не впливає на проекції B


. Тому приймемо φm(r, 0)=0. З урахуванням цього 

розв’язок задачі (5) – (7), отриманий тими же методами, має вигляд 
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Розв’язку (8) відповідають формули для визначення проекцій B


 у верхньому півпросторі 
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У формулах (4), (8) – (10) J0(λr), J1(λr) – функції Бесселя першого роду нульового та першого 
порядку; Bz(λ) – інтегральне перетворення Ханкеля функції Bz(r, 0) [6]. 
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Рис. 1 

Достовірність та використання отриманих розв’язків. Припустимо, що розв’язок (8) 
достовірний. Нехай P – деяка точка з координатами rP, zP у верхньому півпросторі (рис. 1). Тоді 
магнітний потік крізь поверхню, що обмежена нескінченно тонким кільцем радіуса rP на відстані zP 
від границі z=0, дорівнює 
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Після підстановки в (11) формули (10) та інтегрування отримуємо розв’язок (4). Крім цього, 
відповідні (4) формули для визначення проекцій B


 співпадають з формулами (9), (10). Достовірність 

отриманих розв’язків доведено. 
З наведених у таблиці даних витікає, що для визначення профілю достатньо отримати тільки 

один з двох розв’язків задачі продовження поля: у випадках магнітостатичного (ідеальний феромагне-
тик) та постійного у часі електричного (провідник) полів – для потенціалів φm(r, z) та φ(r, z), 
магнітного поля при різкому поверхневому ефекті (ідеальний провідник) – для магнітного потоку 
Ф(r, z). Це є розв’язок задачі Коші, за допомогою котрого розраховуються потрібні лінії поля. Для 
більш детального дослідження корисним може бути другий розв’язок, котрий пов’язаний з першим 
для магнітостатичного поля умовами спряження 
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Умови (12) та (13) правильні і для плоскомеридіанних магнітних полів, що продовжуються з 
циліндричної граничної поверхні та осі z, оскільки вони не залежать від граничних умов. 

Визначення профілю полюсного наконечника електромагніту. Нехай на плоскій поверхні 
феромагнетика зі сторони непровідного та немагнітного середовища треба створити магнітостатичне 
поле з заданим розподілом індукції 

    2 2
0,0 exp ,zB r B a r   (14) 

де B0, a – параметри. 
Для розрахунків координат еквіпотенціальних ліній було використано формулу (8) та інтегра-

льне перетворення Ханкеля для розподілу (14) [6]. Застосовано такі безрозмірні (з зірочками) та 
базисні величини: Bz

*=Bz/Bb, φm
*=φm/φmb, r

*=r/R, z*=z/R, a*=aR, R – базисна довжина, φmb=μ0Bb/R, Bb=B0. 
На рис. 2 показанo еквіпотенціальні 
лінії 1–4 магнітостатичного поля 
над поверхнею феромагнетика (для 
кривої 1 φm

*=-0,02,  2 – (-0,05),  3 – 
(-0,1), 4 – (-0,2)) та залежність 
Bz

*(r*, 0) (крива 5, a*=1). Будь-яка з 
ліній 1–4 може бути контуром 
основної частини профілю полюс-
ного наконечника з феромагнетика, 
що забезпечує розподіл (14). 

Висновки. 1. Два різних фо-
рмулювання (за допомогою скаляр-
ного потенціалу та потоку вектора 
поля) задач продовження плоскоме-
ридіанних електричних і магнітних 
полів з плоскої граничної поверхні 
та осі мають наступні загальні влас-
тивості. У тих випадках, коли в од-

ному з формулювань на границі шукана функція невідома, її нормальна похідна дорівнює нулю. При 
цьому друге формулювання є задачею Коші для рівняння еліптичного типу. 

2. Задача продовження магнітостатичного поля з плоскої поверхні феромагнетика аналогічна 
задачі продовження постійного у часі електричного поля з плоскої поверхні провідника, а її формулю-
вання відносно скалярного потенціалу є задачею Коші. 
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PROBLEM OF AXISYMMETRIC STEADY MAGNETIC FIELD CONTINUATION  
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The problem of axisymmetric steady magnetic field continuation from flat boundary surface of ferromagnetic is 
formulated for magnetic flux and scalar potential. Boundary conditions for magnetic flux are not classical because on 
boundary magnetic flux is unknown and its normal derivative equal zero. The formulation for scalar potential is 
Cauchy's problem for elliptical partial differential equation. Analytical solutions of the problem are obtained by method 
of partial solutions, which depend on parameter continuously, and Hankel's integral transformation. It is shown that 
there are similar properties in problems of axisymmetric fields continuation from flat boundaries of ideal conductor for 
magnetic field and conductor for steady electric field. It is fixed that field lines, which bound unknown profile, are 
determined directly by solution of Cauchy's problem for one from two functions. Equipotential lines are calculated to 
determine of electromagnetic pole profile. References 7, figures 2, table 1. 
Keywords: steady magnetic field, problem of field continuation, method of partial solutions, Hankel's integral 
transformation, electromagnet pole profile.  
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