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Описан расчет максимальной напряженности электрического поля (ЭП) в окрестности вершин проводящих 
стержней с длиной (L) на 2 – 3 порядка превышающей их радиус (R), состоящий из двух этапов. Вначале ЭП 
определяется при разбиении всей расчетной области с крупным шагом по пространству и использовании при 
замене производных их разностными аналогами логарифмического закона спадания потенциалов в направле-
нии, перпендикулярном оси стержня. Затем с помощью полученного решения производится перерасчет ЭП с 
мелким шагом по пространству в непосредственной близости от вершины стержня. Данная методика ис-
пользована для получения зависимости максимальных уровней напряженности ЭП на вершинах цилиндрических 
стержней от соотношения L и R.  Библ. 11, табл. 1, рис. 5. 
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Введение. При моделировании электрофизических процессов в различных системах требуют-

ся данные о локальном усилении электрического поля вблизи разноразмерных (т.е. имеющих суще-
ственно отличающиеся размеры в различных направлениях) проводящих элементов, находящихся в 
диэлектрических средах. К таким объектам относятся дендриты в высоковольтной полимерной изо-
ляции [4, 9], микровыступы в слое гранул установок электроэрозионного диспергирования [7, 8], ка-
налы молний и стержневые молниеотводы в условиях грозовой обстановки [1] и многие другие.  

Отличительной особенностью задач молниезащиты является необходимость расчета искаже-
ния внешнего электрического поля E0 в окрестности тонких проводящих цилиндрических стержней − 
молниеотводов, длина которых L на несколько порядков превышает их радиус R. Учитывая, что элек-
трическое поле (ЭП) в условиях предгрозовой обстановки меняется сравнительно медленно [1], по-
становку такой задачи можно выполнить в электростатическом приближении.  

Аналитическое решение задачи о распределении ЭП в диэлектрической среде в окрестности 
проводящего цилиндра конечной длины не известно, поэтому его часто моделируют с помощью по-
хожих систем, имеющих такое решение. Так, в работе [2, с. 98] при нахождении максимальной на-
пряженности ЭП на вершинах тонкого проводящего стержня используется допущение о равномерном 
распределении заряда вдоль его длины. Поскольку равномерным вдоль длины стержня является по-
тенциал, а не заряд, такое представление не позволяет учесть усиление ЭП в диэлектрике у вершин 
стержня, связанное с повышением на них плотности заряда. Другим возможным подходом к опреде-
лению максимальных уровней напряженности на вершинах стержней с помощью аналитических ре-
шений является использование модели «вытянутый эллипсоид во внешнем ЭП» [5, с. 191]. Такое 
представление приводит к получению завышенных значений максимальной напряженности ЭП из-за 
существенного уменьшения поперечного сечения эллипсоида вблизи его вершин по сравнению с со-
ответствующими размерами в его середине (радиус стержня обычно полагают равным малой полуоси 
моделирующего его эллипсоида).  

Более точный учет цилиндрической формы стержня, наличия заземленной плоскости и других 
объектов, а также возможной неравномерности приложенного ЭП в системах с рассматриваемым 
резко разноразмерным элементом возможен при использовании численных методов [4]. Вследствие 
того, что в местах сочленения основания и боковой поверхности цилиндрических молниеотводов на-
пряженность ЭП может на несколько порядков превышать уровень E0 и достигать пробивной напря-
женности в воздухе Ebr=30 кВ/см [1], возле вершин стержней может возникать коронный разряд. 
Этим явлением объясняются экспериментальные данные, согласно которым величина пробивного 
напряжения в воздухе не зависит от радиуса стержня, если он меньше определенного критического 
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значения [10, с. 188]. Таким образом, при моделировании ЭП обычно полагают, что стержни имеют 
скругленные вершины [10].  

При расчете с помощью численных методов Emax − максимальных уровней напряженности ЭП 
на вершинах рассматриваемых стержней (L/R≥102-103) возникает проблема выбора шага расчетной 
сетки, который должен быть в NR раз меньше R (NR=5-10). Использование при расчете большего шага 
по пространству не позволяет учесть усиление напряженности ЭП, которое имеет место в непосред-
ственной близости от вершины стержня. Наложение на расчетную область, габариты которой долж-
ны превышать L, сетки с таким мелким шагом приводит к тому, что число неизвестных решаемой 
системы уравнений N оказывается весьма большим (N>106-108), что затрудняет данные вычисления 
на современных вычислительных средствах, в частности, с использованием современных программ-
ных пакетов типа COMSOL или ANSYS. Это связано как с весьма высокими требованиями к опера-
тивной памяти и быстродействию используемой компьютерной техники, так и с проблемой накопле-
ния ошибок, возникающих при получении решений столь больших систем уравнений.  

Целью статьи является разработка алгоритма расчета, позволяющего упростить и сделать воз-
можным на широко распространенных вычислительных средствах определение максимальных уровней 
напряженности ЭП в окрестности вершин тонких и длинных проводящих стержней, а также найти с его 
помощью зависимости Emax(L/R) для стержней с L/R>102-103. 

Поскольку аналитические выражения для ЭП в окрестности цилиндров конечной длины от-
сутствуют, для оценки точности расчета параметров ЭП, полученных при некоторых допущениях, 
необходимо базовое решение, полученное при наложении на расчетную область мелкой сетки, шаг 
которой в NR раз меньше радиуса цилиндра. Такое сравнение может быть проведено, например, для 
цилиндра с L/R=102, размеры которого таковы, что расчет ЭП в его окрестности еще может быть про-
веден при шаге по пространству, меньшем его радиуса. 

Расчет ЭП цилиндрического стержня с мелким шагом расчетной сетки. Выполним числен-
ный расчет ЭП в окрестности проводящего цилиндрического стержня со скругленной вершиной, к ко-
торому приложено внешнее вертикально направленное ЭП напряженностью Е0. Для такого расчета це-
лесообразно использовать конечно-разностные методы, в частности, метод конечного интегрирования 
[3]. Особенностью данного метода является интегрирование уравнений Максвелла по элементарным 
объемам, на которые разбита расчетная область. В результате введение дополнительных уравнений, 
представляющих условия на границах раздела сред, не требуется, т.к. они выполняются автоматически. 

На рис. 1 показано сечение исследуемой области плоскостью, проходящей через ось стержня. 
Поскольку стержень обладает осевой симметрией, может быть использована цилиндрическая система 

координат и рассмотрена половина исследуемой зоны (рас-
четная область показана на рис. 1 пунктирными линиями). 
Таким образом, на левой границе расчетной области долж-
но выполняться условие симметрии 0/ =∂∂ rϕ , на нижней, 
где находится земля – 0=ϕ , а на правой и верхней грани-
цах открытой расчетной области должны выполняться ус-
ловия для ЭП при отсутствии проводящего стержня: верти-
кальная (z-ая) компонента напряженности ЭП равна Е0. 
При этом будем полагать, что потенциалы и напряженно-
сти ЭП зависят только от радиальной (r) и азимутальной (z) 
координат.  

 Разобьем расчетную область сеткой с шагом irΔ  в радиальном направлении и jzΔ  − в азиму-
тальном. Для каждого узла сетки запишем уравнение Максвелла при условии отсутствия в системе 
свободных зарядов [6]  

                                                                0=Ddiv
r

,                                                                (1) 
где D

r
 – электрическая индукция, выражается через напряженность ЭП E

r
 и электрический потенциал 

ϕ : 0 0D E grad= ε ε = −ε ε ⋅ ϕ
r r

; ε  – относительная диэлектрическая проницаемость; 0ε =0,885·10-11 Ф/м. 
В результате применения операции интегрирования по V - объемам элементарных ячеек, на 

которые разбита расчетная область, и использования теоремы Остроградского-Гаусса, получим (1) в 
виде 
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где S – поверхность, охватывающая объем V; n – нормаль к поверхности S.  
Решаемое уравнение запишем в результате представления в (2) операций дифференцирования 

по пространству через разности значений потенциалов ϕ i,j в узлах расчетной сетки 
     0,, =Λ+Λ jizjir ϕϕ ,      (3) 

 
где jijijijijijijijir CCBB ,,1,,,,,1, )( +− ++−=Λ ϕϕϕϕ ;  jijijijijijijijiz FFDD ,1,,,,,1,, )( +− ++−=Λ ϕϕϕϕ ; 

2/))(2/)(/1( ,11,1111, jijjijiiiji zzrrrB −−−−−− Δ+ΔΔ−Δ= εε ;  2/))(2/)(/1( ,1,1, jijjijiiiji zzrrrC εε Δ+ΔΔ+Δ= −− ; 
2/])4/()4/)[(/1( 11,111,1, −−−−−− ΔΔ−+ΔΔ+Δ= ijiiiijiiijji rrrrrrzD εε ; 

2/])4/()4/)[(/1( 1,11,, −−− ΔΔ−+ΔΔ+Δ= ijiiiijiiijji rrrrrrzF εε ;  i, j – индексы, относящиеся к координатам 
r и z соответственно.  

Записав уравнения вида (3) для каждого узла расчетной сетки, получим систему уравнений, 
которая решалась итерационным методом переменных направлений с помощью прогонки (подробнее 
см. [4]). Граничные условия при расчете показаны на рис. 1. Для того чтобы уменьшить расчетную об-
ласть, на ее границах были введены так называемые одноосные идеально согласованные слои (PML) 
[11]. Диэлектрическая проницаемость таких слоев представляет собой тензор (параметр kmax=300), в 
результате чего обеспечивается быстрое затухание искажения приложенного ЭП, вызванное наличием 
проводящих стержней (подробнее о граничных условиях, а также выборе kmax и других параметров 
PML см. [4]).  

На рис. 2 сплошными кривыми показаны линии равного по-
тенциала ЭП (в вольтах), полученные для рассматриваемой системы 
(рис. 1) с помощью решения системы уравнений вида (3). Расчет про-
водился при следующих параметрах: L=10 м (где под L подразумева-
ется длина нескругленной части цилиндрического стержня), R=0,1 м 
(полная длина стержня с учетом скругления его вершины радиусом R 
равна 10,1 м), шаг расчетной сетки RΔ = rΔ = zΔ =R/NR=0,01 м (NR=10), 
Rmax=L, Zmax=1,2L, E0=1 В/м, граничные условия показаны на рис. 1. 
Там, где эквипотенциальные линии сгущаются (в данном случае, на 
вершине стержня), напряженность ЭП максимальна. Использование 
метода конечного интегрирования позволило учесть наличие криво-
линейной границы раздела сред из-за скругления вершины стержня, 
имеющей форму полусферы с радиусом R.  

Расчет ЭП длинных цилиндрических стержней с крупным 
шагом расчетной сетки. Как отмечалось выше, при расчете ЭП в 
системах с L/R≥102-103 возникает проблема, связанная с необходимо-

стью выбора шага разбиения в NR раз меньшего R. Для ее решения может быть использован подход, 
аналогичный описанному в [11], когда при замене производных их разностными аналогами полагает-
ся, что для тонкого бесконечно длинного стержня изменение напряженности ЭП между узлом рас-
четной сетки, расположенным на его поверхности, и узлом, соседним с ним в радиальном направле-
нии, происходит не по линейному закону, а обратно пропорционально расстоянию узлов до оси 
стержня. В [4] данный подход был расширен применительно к стержням конечной длины. При этом 
расчет ЭП можно производить при существенно большем шаге разбиения расчетной области, т.е. в NL 
раз меньшем его длины (NL=10-100).  

На рис. 2 пунктирными линиями показано распределение эквипотенциалей, рассчитанное с 
помощью такого подхода для системы с теми же параметрами, что и в предыдущем случае (L/R=100), 
но при наложении расчетной сетки, имеющей в 100 раз больший шаг по пространству: 

LΔ = rΔ = zΔ =L/NL=1 м (NL=10), за исключением первого шага по координате r, равного радиусу 
стержня: 1rΔ =R=0,1 м. Как видно из сравнения сплошных и пунктирных кривых рис. 2, уровни по-
тенциалов для этих двух случаев имеют весьма хорошее совпадение. 
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При расчете по полученным значениям потенциалов уровней напряженности ЭП, которые и 
определяют характер происходящих электрофизических процессов (например, условия возникнове-
ния пробоя межэлектродного промежутка), возникает следующая проблема. Из-за того, что при ис-
пользовании численных методов значения напряженности ЭП определяют через разности потенциа-
лов в соседних узлах пространственной сетки, уровни | E

r
| на вершине стержня, рассчитанные при 

использовании крупного шага (ΔL), получаются заниженными. Это происходит из-за того, что макси-
мальная напряженность ЭП имеет место в непосредственной близости от поверхности вершины 
стержня, а при расчете с шагом ΔL потенциалы определяются на сравнительно большом расстоянии 
от нее. Это видно из рис. 3, на котором показаны результаты расчета распределения потенциалов в 
части расчетной области, включающей вершину стержня и расположенные от нее на расстоянии од-
ного крупного шага (ΔL) узлы А1, А2, А3 (результаты расчета эквипотенциалей во всей расчетной об-
ласти представлены на рис. 2): тонкие линии соответствуют результатам расчета при мелком шаге 
сетки ( RΔ ), жирные линии – при крупном ( LΔ ). Как видно из данного рисунка, величина нарастания 
φ (а значит и напряженность ЭП) максимальна в непосредственной близости от вершины стержня 

(см. тонкие линии), что невозможно учесть при использо-
вании крупного шага (жирные линии). Для решения данной 
проблемы предлагается следующий прием: вначале рассчи-
тать распределение потенциалов с шагом ΔL в расчетной 
области, включающей весь стержень, а затем по получен-
ным значениям φ произвести еще один расчет ЭП с мелким 
шагом (ΔR) в подобласти, отстоящей от вершины на рас-
стояния LΔ . Использование значений потенциалов, най-
денных из этого расчета, позволяет определить величину 
максимальной напряженности ЭП в непосредственной бли-
зости от поверхности стержня на его вершине, поскольку 
при повторном расчете значения φ определяются в данной 
зоне в узлах расчетной сетки с мелким шагом ΔR.  

Расчет усиления ЭП на вершинах длинных цилиндрических стержней. В таблице приве-
дены значения потенциалов в узлах А1, А2, А3 (в вольтах), рассчитанные при шаге расчетной сетки 

LΔ . Расчет проводился при следующих параметрах: L=var, R=0,1 м, Rmax=L, Zmax=1,2L, E0=1 В/м, гра-
ничные условия показаны на рис. 1 (при другом способе изменения отношений L/R − L=10 м, R=var 
результаты будут такими же). 

В таблице относительная погрешность δ  показывает максимальное различие между уровня-
ми потенциалов, рассчитанных при мелком ( RΔ ) и крупном ( LΔ ) шагах расчетной сетки в узлах А1, 
А2, А3, и определяется следующим образом:  

     )}(/|)()(max{|%100 RARALA kkk
ΔΔ−Δ⋅= ϕϕϕδ , 

где ( )
kA LΔϕ , ( )

kA RΔϕ − значения потенциалов в узлах А1, А2, А3, рассчитанные при шаге расчетной 

сетки LΔ  и RΔ  соответственно; k=1,2,3.  
                                                          L/R  

50 70 100 200 300 400 500 700 900 1000 
А1 2.63 3.73 5.42 10.28 15 19.55 24 32.84 41.3 45.5 
А2 5.29 6.8 8.8 16 22.65 29.1 35.4 48 60 66 
А3 5.11 6.57 8.44 15.2 21.47 27.55 33.5 45.3 55.7 62.3 

δ , % 5.4 5 1.4      
 
Поскольку δ  при L/R=100 равняется 1,4 % (таблица), значения потенциалов в узлах А1, А2, А3, 

представленные на рис. 3, практически совпадают. На рис. 4 показано распределение модуля напря-
женности ЭП (Е) по отношению к напряженности приложенного поля (Е0) в окрестности вершины 
стержня, рассчитанное для данного случая при шаге сетки RΔ .  

Учитывая, что значения потенциалов на расстояниях LΔ  от вершины стержня при расчетах с 
крупным и мелким шагом отличаются не более чем на 5,4 %, возможно выполнить расчет ЭП только 
в данной зоне с мелким пространственным шагом ( RΔ ) и граничными условиями в виде линейной 
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аппроксимации значений потенциалов в узлах А1, 
А2, А3, рассчитанных описанным выше образом при 
использовании крупного шага расчетной сетки 
( LΔ ). Результаты расчета модуля напряженности 
ЭП с помощью данного подхода в зоне, отстоящей 
от вершины стержня на расстояния R в азимуталь-
ном и 3R в радиальном направлениях, хорошо сов-
падают (максимальные отличия не превышают 3 %) 
с результатами расчета, выполненного при наложе-
нии на всю расчетную область (рис. 1) мелкого шага 
по пространству RΔ  (рис. 4). Расчеты проводились 
при тех же параметрах системы, что и для рис. 2 и 3 

                                                                                    (L/R=100).  
С помощью данного подхода были рассчитаны уровни 

максимальной напряженности ЭП на вершинах скругленных 
цилиндрических стержней (Emax) по отношению к величине 
напряженности приложенного поля (E0). Значения потенци-
алов в узлах А1, А2, А3, использованные для этих расчетов, 
приведены в таблице. Причем, рассмотрены стержни с весьма 
большими соотношениями L/R (см. рис. 5), для которых расчет 
ЭП при наложении мелкого шага ( RΔ ) на всю расчетную об-
ласть на современных персональных компьютерах практиче-
ски невозможен. Кривая, показанная на рис. 5, может быть ап-
проксимирована с помощью линейной зависимости 

             
0

( ) 0,5976 +12,51maxE L/R L/R
E

≈ ⋅ . 

Заключение. Развиты известные подходы к многомасштабному моделированию, что позво-
лило существенно упростить и сделать доступным на широко распространенных вычислительных 
средствах расчет максимальных уровней напряженности ЭП в окрестности вершин тонких проводя-
щих стержней с весьма большим соотношением длины к радиусу (L/R>102-103).  

Описанный алгоритм расчета отличается от известных тем, что при вычислении ЭП во всей 
расчетной области с крупным пространственным шагом (ΔL), величина которого в 10-100 раз меньше 
длины стержня, применяется численная методика, использующая при замене производных их разно-
стными аналогами логарифмический закон спадания потенциалов между узлом расчетной сетки, рас-
положенным на поверхности стержня, и узлом, соседним с ним в радиальном направлении. С помо-
щью полученного решения производится перерасчет ЭП в локальной зоне вокруг вершины стержня, 
отстоящей от нее на величину одного крупного шага (ΔL) при наложении на эту область мелкого шага 
по пространству (ΔR), который в 10 раз меньше R. При этом закон изменения потенциалов между 
узлами расчетной сетки полагается линейным. Сравнение значений потенциалов и максимальных 
уровней напряженности ЭП на вершинах стержней (Emax), найденных с помощью такого подхода, с 
результатами, полученными при расчете ЭП с мелким шагом по пространству во всей расчетной об-
ласти, показало их совпадение в пределах 3 %. Таким образом, преимуществом описанной методики 
является комбинация подхода, учитывающего при замене производных их разностными аналогами 
логарифмический закон спадания потенциалов вблизи оси цилиндрического стержня, а также обыч-
ного подхода к построению разностных схем, предполагающего линейный характер изменения 
потенциалов между узлами расчетной сетки. С помощью первого подхода определяется распределе-
ние ЭП во всей расчетной системе, причем благодаря особенностям построения разностных схем ис-
пользуется сравнительно крупный шаг по пространству (в 10-100 раз меньший длины стержня). За-
тем с помощью полученного решения для потенциалов на расстоянии одного крупного шага от вер-
шины стержня производится более детальный расчет ЭП вблизи нее с использованием мелкого шага 
по пространству (в 10 раз меньшего R), в результате чего определяется уровень максимальной на-
пряженности.  

Использование расчета с помощью описанного алгоритма позволило получить и аппроксими-
ровать полиномами зависимость уровней максимальной напряженности на вершинах тонких прово-
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Рис. 5 
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дящих цилиндрических стержней со скругленными в виде полусферы вершинами от соотношения их 
длины и радиуса для 10≤L/R≤1000. В дальнейшем предполагается использовать описанный подход 
для расчета Emax стержней с L/R>1000-10000, а также производить расчеты ЭП в неосесимметричных 
системах, включающих молниеотводы и защищаемые объекты.  
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Описано розрахунок посилення рівнів напруженості електричного поля (ЕП) в околі вершин провідних 
стрижнів з довжиною (L), що у 100 – 1000 разів перевищує їхній радіус (R), який складається з двох етапів. 
Спочатку ЕП визначається при розбивці всієї розрахункової області з великим кроком по простору і 
використанні при заміні похідних їхніми різницевими аналогами логарифмічного закону спадання потенціалів у 
напрямі, перпендикулярному осі стрижня. Потім за допомогою отриманого рішення робиться перерахунок ЕП 
з дрібним кроком по простору в безпосередній близькості від вершини стрижня. Дана методика використана 
для отримання залежності максимальних рівнів напруженості ЕП на вершинах циліндричних стрижнів від 
співвідношення L та R.  Бібл. 11, табл. 1, рис. 5. 
Ключові слова: провідні стрижні, електричне поле, максимальна напруженість, громозвід. 
 
 
COMBINED CALCULATION OF ELECTRIC FIELD INCREASE IN THE VICINITY OF TOPS OF THIN 
CONDUCTING RODS  
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The two stages method of calculation of applied electric field (EF) stress increase in the vicinity of tops of thin 
conducting rods, which length (L) bigger than their radius (R) by 100-1000 times, has been described. At first, EF is 
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determined in the area including the whole rod with a spatial step LΔ , depending on L. At this, it is assumed that on 

the distance LΔ  from the rod’s axis, potentials fall off logarithmically. Then with the help of obtained solution, another 

calculation of EF is performed in the direct closeness to the rod’s top with spatial step RΔ , depending on R. 
Comparison of EF distribution in the vicinity of the rod’s top, got by such method with the results calculated at 
application to all investigated area of a mesh with spatial step RΔ  has shown correctness of such approach. This 
method has been used to obtain the dependence of EF maximum levels stress on the cylindrical rods’ tops on the ratio 
of L and R.   References 11, table 1, figures 5. 
Key words: conductive rods, electric field, maximum stress, lightning rod.  
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